KRIVOLINIJSKI INTEGRALI - zadaci (I1I deo)
Nezavisnost krivolinijskog integrala od putanje integracije

Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

1) .[P(x, v,z)dx +Q(x,y,z)dy + R(x, y,z)dz ne zavisi od putanje integracije
C

2) Postoji funkcija u=u(x,y) tako daje du=P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz i tada vazi :

J. P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =u(B) - u(A)
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4) j P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(X,y,z)dz = 0 ako je kriva ¢ zatvorena.

C
1. Odrediti funkciju u =u ( x,y) ako je poznat njen totalni diferencijal :

du = (2xcosy—y2 sinx)dx+(2ycosx—x2 siny)dy
ReSenje:

Znamo da formula za totalni diferencijal glasi: du = Z—udx +%dy pa zakljucujemo da je:
X

Z—u:2xcosy—y2 sinx i %:Zycosx—xz sin y
X

a—u:Z)ccosy—y2 sin x
ox

u(x,y)= I (2x cos y — y* sin x)dx +@(y) sami dodajemo neku funkciju "po y", recimo ¢(y)

u(x,y)=2cos yJ- xdx +y° .[ sin xdx + @(y)
2

u(x,y)=2cosy-%+y2 -cosx+ ()

0 )
u(x,y)=x’cosy+y’cosx+¢(y) —)a—uz—xz siny+2ycosx+¢'(y)
y

Sad ovo uporedimo sa ou =2ycosx—x"siny  Ideja je da nadjemo ¢(y) .

—\xz‘sm{+;;wo§+(p‘(y)=;yeo§—\xz‘s~in\2—>(p‘(y):0—>(p(y) = ¢ ( neka konstanta)

I nasli smo traZenu funkciju: |u(x,y)=x>cos y+y>cosx+c




2. Odrediti funkcijuu=u (Xx,y,z) ako je poznat njen totalni diferencijal :
1
u(x,y,2) = (1-—+D)de + (= +)dy -2 dz
y z z y z
ReSenje:

Ovde formula za totalni diferencijal glasi: du = Z—dx +a—udy +Z—dz pa zakljucujemo da je:
X z

ou 1_l+1 a_u:Liz ou _ x_)zz
ox y oz oy z y oz oz
Kre¢emo od:

ou_,_1.»

ox y

z
u(x,y,z)= I(l —% dex+ ¢(v,z) — sad moramo dodati funkciju " po y i po z"

z
u(x,y,z)= (1——+1]J- dx+¢(y,z)
z

u(xay,2)= l—l-f-z -x—}-@(yjz) _)a_u_i+£+6(p(y,z)
y z ay y z ay

ou x Xx

Sad ovo izjednacavamo sa
dy zy

Dakle:

x>, 0ea) x| 0p0.2)

=0—> @(y,z) =6(z) > samo funkcija " po z"
yoz oy yo oz

Pa je sada u(x,y,z):[l—lJrzj-er(o(y,z)—>u(x,y,z):(l—l+1j-x+5(z)
y z y z

Sad je izvod ove funkcije “po z” jednak

u(x,y,z):(1_l+lj,x+5(z)_)a_“: —x—);+5‘(z)
Y 0. z

z 4

Xy

Ovo izjednacavamo sa % =—— paje —x—); +0'(2)= _x_;; —> 0 (z2)=0->(z) =c (neka konstanta)
Z z z z

TraZena funkcija je onda: u(x,y,z)= (1 1 + Xj ‘X+c
y

z



3. Dokazati da je vrednost krivolinijskog integrala .[ f(x* +y*)(xdx + ydy) uzetog po zatvorenoj konturi

jednaka 0, nezavisno od oblika funkcije u podintegralnom izrazu.

ReSenje:

Iz If(xz + ") (xdx + ydy) =.[)c-f(x2 +y))dx+y- f(x* +y*)dy uocimo da je :

P(x,y)=x-f(x2+y2)—>g—P=x-f‘(x2+y2)-2y= 2 1)
4

0 . ;
0 3) =y (& +3) > 2 =y f (4 y7) 2= 2 /7 4 7)
.., . OP 00 . S . y . 2 2
To znaci da je - = . pa je po teoremi koju smo dali na pocetku fajla I f(x"+y ) xdx+ydy)=0
y X .

Grinova formula:

Ako kriva C ogranicava oblast D ( to jest ona je rub oblasti D) pri ¢emu D ostaje sa leve strane prilikom

obilaska krive C, 1 vazi da su funkcije P,Q,R neprekidne zajedno sa svojim parcijalnim izvodima prvog reda u

oblasti D 1 na njenom rubu, onda vazi formula:

00 OP

§ P(x,y)dx +0(x, )y = || (g‘gjdx‘ly

Iz Grinove formule se lako dokazuje da je povrSina oblasti P(D) koja je ograni¢ena krivom C data formulom:

1
P(D)= 5 I xdy — ydx

C



4. IzraCunati .[2(x2 +y")dx +(x+ y)dy ako je ¢ kontura trougla sa temenima A(1,1) , B(2,2)i C(1,3).

ReSenje:

Nacrtajmo najpre sliku .....

_‘r\)(‘o_‘;m
vo
w

Sa slike uo¢imo da je :
AB:y
BC:y
CA:x

X
4—
1

Plx,) =27 43 > S =4y
Dalje iz datog integrala J‘2(x2 +y))dx+(x+y)dy je: aQy

O(x.y) =(x+7)" >—==2x+y)
X
Pa je onda 90 0P _ 2(x+y)-4y = 2(x-y)
ox Oy

Jo§ da odredimo granice integracije i mozemo upotrebiti Grinovu formulu!

1<x<2 ) e
D: ( pogledajte sliku jo$ jednom)
x<y<4-x

= j[deXZ(x—y)dy = j{(ny - ygjr_xjdx -
j-((zx(4 x)—2x- x) ((4 x)Z_xZ))d T(Sx 2x"=2x"-16+8x—x"+x )d
Jz-( —4x* +16x — 16)dx—_ j(x2_4x+4)dx:_4.2[ ) dr = 4(x 2)° |2 _ 4

/ 3 1 3



5.Izradunati [ = .[(e" siny—my)dx+(e"‘ cosy—m)dy ako je ¢ gornji deo kruga x* +y* = ax.

ReSenje:

Spakujmo najpre kruZnicu i nacrtajmo sliku:

YA

2 2
X4y =ax m
azlsst D
=

¥ —ax+y’ =0 Jo A

2 2
xz—ax+(%j —(%j +y°=0
a aY
x——) + Zz(—j
(=2 +y" =3

Posmatrajmo krivu ¢, tako da je I :I +
q c AB

g
xXv

Sto ovo radimo?

Zato $to Grin zahteva da oblast bude zatvorena! Sad formulu mozemo primeniti na krivu ¢,.

. oP
P(x,y)=e"s1ny—my—>a—=e"cosy—m
v

Q(x,y)ze"cosy—m—)a—Qze"cosy
ox
Odavde je : @ _op e’ cosy—(e" cosy—m):m
ox Oy

”[Z—g —Z—i}dxdy = H mdxdy = mﬂ dxdy =m- P(D)

Povrsina oblasti P(D) je ustvari polovina povrSine kruga poluprecnika % paje:

2
P(D)= %rz” = %(%)zﬁ = % odnosno, trazeno resenje je:

J;I(aa—g —Z—i]@’xdy = ngdy = m-g dxdy =m-P(D) = mc;zﬂ



6. Izradunati povr$inu oblasti ograni¢enu krivama x=acos’t i y=asin’t akoje 0<t<2r.

ReSenje:
2z
Iskoristicemo formulu P(D)= % I xdy — ydx to jest P(D) =% I [P(x(2), y(1), z(£))x, + O(x(2), ¥(1), 2(£)) v, |dt
C 0

Iz :

xX=acos’t — x'=—-3acos’ tsint

y=asin’t = y'=3asin’ t cost
pa imamo:
1 2z i .
P(D) = 5 .[ [P(x(2), y(2), z(2))x, + Q(x(1), ¥(1), (1)) y, 1t
0
27
P(D) = % I [acos’ t-3asin’ tcost —asin’ t-(=3acos’ tsint)]dt =
0

1°7f . :
= I [3a° cos*t-sin® t+3a’sin* t-cos’ t]dt =

0
2
I [3a° cos’t-sin’ ¢ (sin2 t+cos’ t) ldt =
0

ovo je 1

N | —

2z
I [cos® ¢-sin’ t]dt =
0

s
2

. o .. . 4cos’t-sin®t  sin’2t 1-cos4t
Sad malo upotrebimo formule iz trigonometrije: cos® ¢-sin’¢ = = =

4 4 8
2 2z 227 2 2 2
1—cos4 1. 27
:31j[&t]dzfij[l—cos4z]dz=3i(z——sm4tj LY WO
2 408 16 3 16 4 0 16 8

7. Izraéunati krivolinijski integral J-(xz +3%)dx +(x* = y*)dy gde je kriva ¢ zadata sa |x—1|+|y—1|=1.
ReSenje:

Ako se secate ovaj integral smo resavali u prethodnom fajlu o krivolinijskim integralima.

Ovde ¢emo zadatak resiti primenom Grinove formule.



I(xz +3y))dx+ (x> —y*)dy odavde je :

c

P(x,y)=x2+y2—>a—P:2y
ay

oQ

Ox,y)=x" -y’ >—=12x
ox

paje:

oQ OoP

= =2x-2y=2(x-

o o y=2(x-y)

Dakle

1= .[2(x — y)dxdy = 2J- (x—y)dxdy
D D
Podsetimo se slike iz prethodnog fajla:

Y &

v

Ovde ¢emo morati da uzimamo smene:

u=y+x
v=y-—Xx
»y_1
u+v:%w9y=u+ Ou f
E
a1
u-v=2x>x=tL_, u 2
&__1
ov 2
Jakobijan je:
a a1
g_|ow ovi_12 21 1 1
v ot 1|74
ou ovl 12 2



Pogledajmo sliku :

Va

4
3t u= u=3
2
1

=1
10 /CV/S/ 34 5
Kl %/7 BB

\ 4

Vratimo se sada na reSavanje integrala:

[=IZ(x—y)dxdy=I(—v)dudv=—jdujvdv:—j— ldu =0

8. Izratunati krivolinijski integral .[ xy[(—§+ )dy —(x +%)dx] gde je c kruznica x* +y*> =r>.

ReSenje: C

Vama za trening ostavljamo da ovaj integral reSite DIREKTNO, a mi ¢emo ga reSiti upotrebom Grinove formule.
Primetimo najpre da zadati integral nije u obliku gde mozemo procitati P(x,y) 1 Q(X,y) pa ¢emo najpre malo da ga

prisredimo:

[+ )y = ()] =

c

2 2
[ oy =y + 2 )=

c

X 2 )C2
[ y=dvs (-5 0 )dy =

c

Odavde je:
2
Xy oP . 2xy )

P(x,y)=—x’y-“——>—=-x'-"=-x"—x
(x,») y== o > 9%

x° 0 2x
0(ey)=- Lo 5L 2V 22y

2 ox 2
8_Q o°P _ , 2 2

2 2 2
—— =y —xy—(—x"—wy)=y —xy+xP+xy=[x"+
> ) Y ( y)=y'-xy y y

Dakle, posao nam je da re§imo: [ = I (xz +y° )dxdy
G

Naravno, u ovoj situaciji prelazimo na polarne koordinate:



x=Rcos¢p

y=Rsing

/=&

¥ +y' =r* >R =r*>R=r
Pogledajmo sliku.

y

cbgsl G

Xy

Sad reSavamo:

1=j(x2 +y2)dxdy=ij2 -|J|deqo:2quojR2
G G 0 0

gde 0<p<2r

4
RdR =27 |
4 |0

~|




